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0.1 Introduction
Ce document est un mémoire réalisé le long d’un stage à la faculté d’ingénierie de Mon-

tevideo, Uruguay, portant sur la dynamique symplectique et les fibrés de Green et organisé
par Ezequiel Maderna.

L’objectif du stage est de se familiariser avec les concepts fondamentaux de dynamique
symplectique et d’étudier la dynamique du problème à trois corps.

0.1.1 Le problème des N corps

Le problème des N corps consiste en l’étude du mouvement de N corps célestes, simplifiés
en des points d’une espace vectoriel, sous l’action de la gravité newtonienne. L’accélération
de chaque corps est donnée par l’équation suivante

mix
′′
i = G ·

∑
j>i

mimj · (xj − xi)

∥xj − xi∥3

Sont déjà connues les orbites du problème à un corps et à deux corps, mais à partir de
trois corps, le comportement devient chaotique et est alors toujours un sujet de recherche
actuel.

0.2 Remerciements
Je remercie Francoise Dal’bo et les équipes de l’IRMAR et de l’IMERL pour avoir or-

ganisé et financé ce stage. Je remercie aussi l’AMI, qui m’a permis d’obtenir une bourse
pour rembourser en partie les dépenses. Je remercie enfin Ezequiel Maderna pour m’avoir
fait découvrir son sujet de recherche, mais aussi Tristan Baudouin, Henri Drouhin et Juan
Kurchan, sans qui les deux mois passés en Uruguay auraient été bien moins agrébales.
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1 Géométrie symplectique
Définition 1.1. Forme symplectique

Soit M une variété différentielle. On appelle forme symplectique sur M toute 2-forme ω
fermée, telle qu’en tout p ∈M , ωp soit non dégénérée.

On appelle variété symplectique la paire (M,ω).

Exemple -
On considère l’espace vectoriel R2n, que l’on munit de la forme bilinéaire alternée ω∗ de

matrice J = [ 0 In
−In 0 ] dans la base canonique. (R2n, ω0) est alors une variété symplectique,

où ω0 est la 2-forme constante égale à ω∗.
Plus généralement, pour tout espace vectoriel E, tout forme bilinéaire alternée non-

dégénérée sur E vue comme 2-forme constante induit une structure de variété symplectique.

Définition 1.2. Symplectomorphisme
Soit (M,ω) et (M ′, ω′) deux variétés symplectiques. On dit qu’elles sont symplecto-

morphes s’il existe un difféomorphisme φ :M −→M ′ tel que φ∗ω = ω′. Un telle application
est alors appelée symplectomorphisme.

Théorème 1.1. Forme normale pour les espaces vectoriels
Soit E un espace vectoriel et ω une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur E. Il

existe une base de E pour laquelle la matrice de ω est [ 0 In
−In 0 ].

Autrement dit, tout espace vectoriel symplectique est symplectomorphe à (R2n, ω0).
Preuve -
On procède par récurrence sur la dimension de E.

- On vérifie trivialement que le théorème est vrai si dim(E) = 0 et que si dim(E) = 1, il
n’y a pas de forme bilinéaire alternée non dégénérée sur E.

- Soit k ∈ N⋆ tel que le théorème soit vrai si dim(E) < 2k. On suppose que dim(E) ∈
{2k, 2k+1} et qu’il existe une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur E. Alors il existe
e, f ∈ E tels que ω(e, f) ̸= 0. On construit W = Vect{e, f} et Wω = {u ∈ E;∀w ∈
W,ω(u,w) = 0}. On vérifie que W ⊕Wω = E, dans quel cas, dim(Wω) = dim(E)−2 < 2k.
Alors puisque ω|Wω est une forme bilinéaire alternée sur Wω, dim(Wω) est paire. Donc
dim(E) aussi. De plus, il suffit de prendre une base de Wω vérifiant le théorème puis de
normaliser la base (e, f) de W pour obtenir une base de E qui vérifie le théorème.

Par récurrence, la dimension de E est paire et une telle base existe toujours.

Remarque - Orthogonal symplectique
Soit E un espace vectoriel et ω une forme bilinéaire alternée non-dégénérée sur E. Pour

W sous-espace vectoriel de E, on définit Wω = {u ∈ E;∀w ∈W,ω(u,w) = 0}. Cet ensemble
est un espace vectoriel et est appelé orthogonal symplectique de W .

Corollaire 1.2. Dimension des variétés symplectiques
Toute variété symplectique (M,ω) est de dimension paire.

Preuve -
Il suffit d’observer qu’en tout x ∈M , (TxM,ωx) forme un espace vectoriel symplectique,

qui est de dimension paire.

1.1 Théorème de Darboux
L’objectif de cette sous-section est de donner une preuve du théorème de Darboux,

reformulée à partir de [4]

Théorème 1.3. Théorème de Darboux
Soit (M,ω) une variété symplectique de dimension 2n, et x ∈ M un point. Il existe un

voisinage U de x dans M , un voisinage V de 0 dans R2n et une carte φ : V −→ U telle que
φ(0) = x et φ∗ω = ω0 sur U .

C’est équivalent à dire que toute variété symplectique de dimension 2n est localement
symplectomorphe à (R2n, ω0).
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1.1.1 Restriction à R2n

Soit (M,ω) une variété symplectique et x ∈M .
Pour commencer, on voudrait construire une carte locale qui vérifierait la condition au moins
en x. Pour cela, on se donne une carte locale ψ telle que ψ(0) = x. dψ0 induit un isomor-
phisme entre TxM et R2n, on considère alors l’espace vectoriel symplectique (R2n, (dψ0)

∗ωx).
Par le théorème 1.1, il existe un symplectomorphisme f entre ce dernier et (R2n, ω0),

c’est-à-dire que f∗(dψ0)
∗ωx = ω0. Puisque f ∈ End(R2n), on a dfv = f en tout v ∈ R2n.

On pose ϕ = ψ ◦ f , ce qui donne dϕ0 = dψf(0) ◦ f = dψ0 ◦ f . En appliquant le pullback
à ωx, on obtient :

(dϕ0)
∗ωx = ωx(dϕ

⊕2
0 )

= ωx((dψ0 ◦ f)⊕2)

= f∗ωx(dψ
⊕2
0 )

= f∗(dψ0)
∗ωx

= ω0

De plus ϕ(0) = ψ(f(0)) = ψ(0) = x. Donc ϕ vérifie en x les conditions recherchées.

Désormais, on utilisera ϕ pour ramener localement ω dans R2n et simplifier les calculs futurs.
On définit alors ω1 = ϕ∗ω sur un voisinage U de x dans Ω2(R2n).

1.1.2 Idée de la suite de la preuve

On oublie (M,ω) un moment et on se concentre sur R2n muni des deux formes ω0 et ω1,
on souhaite démontrer le théorème de Darboux dans ce cas précis. À noter que, là où ω0 est
constante en le point de R2n choisi, ce n’est pas le cas de ω1.

L’idée de Moser est de considérer une famille lisse de formes différentielles allant de ω0 à ω1

et essayer d’exprimer chacune des formes de cette famille comme la tirée en arrière de ω0

par un difféomorphisme. On montre que le champ de vecteurs engendré par cette famille de
difféomorphismes, si elle existe, vérifie une certaine équation différentielle.
Si cette équation possède une solution lisse, celle-ci engendre une famille de difféomor-
phismes. Pour conclure, il faudra alors exprimer ω1 comme la tirée en arrière de ω0 par le
difféomorphisme de cette famille qui lui est associé, puis ajouter que ω est la tirée en arrière
de ω1 par ϕ−1. Par composition, le théorème sera prouvé.

1.1.3 Astuce de Moser (Moser’s Trick)

Soit ω : [0, 1] −→ Ω2(R2n) définie par ω : t 7−→ ω0 + t(ω1 − ω0). On notera ωt = ω(t).
Supposons qu’il existe ρ : [0, 1] −→ Diff(R2n), telle que pour tout t, on ait ρ∗tωt = ω0, où on
note ρt = ρ(t). On considère le champ de vecteurs dépendant du temps X : [0, 1] −→ Γ(R2n)
défini par X(t) = ρ′(t) ◦ ρ−1

t et on note Xt = X(t). Enfin, on notera ρ∗ω : t −→ ρ∗tωt.
On sait déjà que ρ∗ω est constante égale à ω0, donc que [ρ∗ω]′ = 0, on voudrait exprimer

la dérivée d’une manière plus utile.

On considère f : [0, 1]2 −→ Ω2(R2n) donnée par f(x, y) = ρ∗xωy. On a ρ∗ω = f(id[0,1], id[0,1]).
D’où [ρ∗ω]′(t) = ∂1f(t, t) + ∂2f(t, t) par la règle de la chaîne.

On souhaite alors calculer les deux dérivées partielles en question. Soit (x, y) ∈ [0, 1]2.

∂2f(x, y) = lim
h→0

1

h
(ρ∗xωy+h − ρ∗xωy)

= lim
h→0

ρ∗x

(
ωy+h − ωy

h

)
= ρ∗x (ω

′(y))

= ρ∗x (ω1 − ω0)
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Le second calcul étant plus compliqué, on va devoir évaluer les formes différentielles en
un point p ∈ R2n :

∂1f(x, y)p = lim
h→0

1

h

(
(ρ∗x+hωy)p − (ρ∗xωy)p

)
= lim

h→0

1

h

(
(ωy)ρx+h(p)(dpρ

⊕2
x+h)− (ωy)ρx(p)(dpρ

⊕2
x )

)
On souhaite retrouver dans cette équation la dérivée de Lie du champ de vecteur Xx, en

voici une définition :

Définition 1.3. Dérivée de Lie
Soit M une variété différentielle, et X un champ de vecteurs sur M , la dérivée de Lie le

long de X est définie par

LX : Ωk(M) −→ Ωk(M)

ω 7−→ limh→0
ρ∗
hω−ω
h

Où ρh est le flot associé au champ de vecteurs X.
Plus généralement, pour une famille de difféomorphismes ρt, on peut définir la dérivée

de Lie le long de son champ de vecteurs dépendant du temps de manière similaire.

Dans le cas présent, comme la dérivée de Lie se fait en 0, il nous faut définir σ : t 7−→
ρx+t ◦ ρ−1

x .
L’équation s’écrit alors :

∂1f(x, y)p = lim
h→0

1

h

(
(ωy)σh◦ρx(p)((dρx(p)σh ◦ dpρx)⊕2)− (ωy)ρx(p)(dpρ

⊕2
x )

)
On va monter que ce résultat vaut (ρ∗xLXxωy)p.
Pour commencer, on doit déterminer le champ de vecteurs dépendant du temps associé

à σh, soit Yh ce champ. Alors

σ′(h) = Yh ◦ σh = Yh ◦ ρx+h ◦ ρ−1
x

Or on a aussi

σ′(h) =
[
l 7→ ρx+l ◦ ρ−1

x

]′
(h)

= [l 7→ ρx+l]
′
(h) ◦ ρ−1

x

= [l 7→ ρl]
′
(x+ h) ◦ ρ−1

x

= ρ′(x+ h) ◦ ρ−1
x

= Xx+h ◦ ρx+h ◦ ρ−1
x

En combinant les équations, on a Yh = Xx+h.
On calcule

LXx
ωy = LY0

ωy = lim
h→0

σ∗
hωy − ωy

h

Alors
ρ∗xLXx

ωy = lim
h→0

ρ∗xσ
∗
hωy − ρ∗xωy

h

En évaluant en p, on obtient :

(ρ∗xLXx
ωy)p = lim

h→0

1

h

(
(ωy)σh◦ρx(p)((dρx(p)σh ◦ dpρx)⊕2)− (ωy)ρx(p)(dpρ

⊕2
x )

)
Par égalité point par point, on a donc :
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∂1f(x, y) = ρ∗xLXxωy

En recombinant toutes les parties :

[ρ∗ω]′(t) = ρ∗tLXt
ωt + ρ∗t (ω1 − ω0)

= ρ∗t (LXt
ωt + ω1 − ω0)

1.1.4 L’équation de Moser

Au vu du résultat précédent, l’équation [ρ∗ω]′ = 0 se réécrit :

ρ∗t (LXt
ωt + ω1 − ω0) = 0 ; ∀t ∈ [0, 1]

Ce qui se simplifie en

LXt
ωt + ω1 − ω0 = 0 ; ∀t ∈ [0, 1]

On utilise alors la formule de Cartan : LXω = dιXω + ιX(dω), qui donne

dιXtωt + ιX(dωt)ω1 − ω0 = 0 ; ∀t ∈ [0, 1]

or dωt = 0, donc

dιXtωt + ω1 − ω0 = 0 ; ∀t ∈ [0, 1]

Comme R2n est contractile et d(ω1 − ω0) = 0, le lemme de Poincaré assure qu’il existe
µ ∈ Ω1(R2n) telle que µ(0) = 0 et dµ = ω1 − ω0.

L’équation est alors dιXt
ωt + dµ = 0 ; ∀t ∈ [0, 1]

c’est-à-dire d(ιXtωt + µ) = 0 ; ∀t ∈ [0, 1]
Il suffit que ιXtωt +µ = 0 ; ∀t ∈ [0, 1] pour que l’équation soit vérifiée, on va alors se

restreindre à résoudre cette équation.

1.1.5 Conclusion de la preuve

Soit t ∈ [0, 1] fixé, l’équation donne : ωt,x(Xt(x), ·) = µ ;∀x ∈ R2n.
Cette équation peut être réécrite sous forme matricielle

Mt,xXt(x) = µ ;∀x ∈ R2n

Puisque ωt,x est non-dégénérée pour tout x, la matrice Mt,x est toujours inversible et on
obtient

Xt(x) =M−1
t,x µ ;∀x ∈ R2n

L’équation admet donc toujours une solution, qui est lisse car Mt,x l’est.
A partir de ce champ de vecteurs dépendant du temps, on peut reconstruire le flot qui lui

est associé ρt. Par construction ρ∗tωt = ω0 pour tout t ∈ [0, 1]. En particulier, ω1 = ρ−1∗
1 ω0.

Or comme on avait aussi ω = ϕ−1∗ω1 sur U , on obtient ω = ϕ−1∗ρ−1∗
1 ω0 sur U .

Le théorème est donc bien démontré

1.2 Sous-espaces lagrangiens
Dans cette section, on étudie les propriétés de certaines sous-variétés de variétés sym-

plectiques

Définition 1.4. Sous-espaces vectoriels
Soit E un espace vectoriel et ω une forme bilinéaire alternée non-dégénérée sur E. Soit

F un sous-espace vectoriel de E.
— Si ω|F×F est non-dégénérée, F est dit symplectique.
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— Si ω|F×F est nulle, F est dit isotrope.
— Si Fω est isotrope, F est dit coisotrope.
— Si F est isotrope et coisotrope, F est dit lagrangien.

Proposition 1.4. Isotropie et dimension
Soit E un espaces vectoriel et ω une forme bilinéaire alternée non-dégénérée sur E. Soit

F un sous-espace vectoriel de E.
— Si F est isotrope, dim(F ) ≤ 1

2 dim(E).
— Si F est coisotrope, dim(F ) ≥ 1

2 dim(E).
— Si F est lagrangien, dim(F ) = 1

2 dim(E).
Preuve -
Il suffit de prouver la première affirmation car les deux autres s’en déduisent trivialement.

On suppose F isotrope, soit le morphisme

ω̃ E −→ F ∗

v 7−→ [w 7→ ω(v, w)]

Par théorème du rang, on a dim(E) = dim(ker(ω̃)) + dim(im(ω̃)). Or ker(ω̃) = Fω par
définition et im(ω̃) = F ∗. Ainsi

dim(E) = dim(Fω) + dim(F ∗) = dim(Fω) + dim(F )

Comme F est isotrope, F ⊂ Fω, donc dim(E) ≥ 2 dim(F ). Ce qui conclus.
Si F est coisotrope, on applique la preuve à Fω, si F est lagrangien, il est isotrope et

coisotrope, d’où 1
2 dim(E) ≤ dim(F ) ≤ 1

2 dim(E).

Définition 1.5. Sous-variété lagrangienne
Soit (M,ω) une variété symplectique et L une sous-variété de M . Si pour tout l ∈ L,

TlL est un sous-espace lagrangien de (TlM,ωl), alors L est dite lagrangienne.

Définition 1.6. Gradient symplectique
Soit (M,ω) une variété symplectique et H ∈ C∞(M,R), on appelle gradient symplectique

de H l’unique champ de vecteurs, noté XH tel que ιXH
ω = dH.

6



2 Minimisation de l’action lagrangienne

2.1 Contexte
Définition 2.1. Fibré cotangent

Soit M une variété différentielle, on appelle fibré cotangent de M la variété différentielle

T ∗M =
⋃

x∈M

({x} × TxM
∗)

On munit canoniquement T ∗M d’une forme symplectique ω en posant ω = dλ où

λ : T ∗M −→ T ∗T ∗M
(x, ρ) 7−→ [((x, ρ), v) 7→ ρ(v)]

Définition 2.2. Lagrangien
On appelle lagrangien d’un système dynamique une fonction L : I × TM −→ R qui

dépend de la dynamique étudiée. Ici, I est un intervalle réel.

Exemple - Pour le système du pendule, M est le cercle S1, TM est un cylindre et
L : (t, x, v) 7−→ 1

2∥v∥
2 − 1 + cos(x).

Définition 2.3. Hamiltonien
On appelle hamiltonien d’un système dynamique la transformée de Legendre de son

lagrangien. On le note H : I × T ∗M −→ R.

Définition 2.4. Action Lagrangienne
Soit γ : [0, T ] −→ M une courbe de classe C1. On appelle action lagrangienne de γ la

quantité

AL(γ) =

∫
[0,T ]

L(id, γ, γ′)

L’objectif de cette section est de déterminer les courbes γ qui minimisent l’action la-
grangienne entre deux points. Informellement, ces courbes représentent "le chemin le moins
coûteux" entre deux points de M . C’est une propriété locale des orbites des systèmes dyna-
miques que l’on souhaite étudier.

2.2 Équation d’Euler-Lagrange
2.2.1 Définitions

Définition 2.5. Espace des courbes
Soit x, y ∈ M et T > 0. On dénote l’ensemble des courbes sur M allant de x à y en

temps T par C(x, y, T ). Il s’agit d’une variété différentielle de dimension infinie.

Définition 2.6. Variation à extrémités fixées d’une courbe
Soit x, y ∈ M , T > 0 et γ ∈ C(x, y, T ). On appelle variation à extrémités fixées de γ,

une application lisse Γ : [−ε, ε] −→ C(x, y, T ) telle que Γ(0) = γ.
Il est important de remarquer qu’une variation Γ de γ est une courbe lisse dans C(x, y, T )

passant par γ en 0.

Définition 2.7. Vecteur tangent à C(x, y, T )
Soit x, y ∈M , T > 0 et γ ∈ C(x, y, T ). Un vecteur tangent à C(x, y, T ) en γ est la dérivée

en 0 d’une courbe lisse sur C(x, y, T ) passant par γ en 0. Il est donc de la forme Γ′(0) pour
Γ variation à extrémités fixées de γ.

Cette dérivée peut s’interpréter comme un champ de vecteur le long de γ nul en 0 et en
T , on le notera v.
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Définition 2.8. Courbe extrêmale
Soit x, y ∈ M , T > 0. On dit qu’une courbe γ ∈ C(x, y, T ) est extrêmale si dAL(γ) =

0T∗
γ C(x,y,T ). C’est équivalent à ce que pour toute variation à extrêmités fixées Γ de γ, on ait

[AL ◦ Γ]′(0) = 0.

2.2.2 Dérivation de l’équation

On peut facilement se convaincre que si une courbe est extrêmale, alors toute restriction
de cette courbe est aussi extrêmale.

Quitte à se restreindre à des cartes locales sur M on peut donc exprimer l’action lagran-
gienne dans une carte locale φ : U → Rn de M .

AL(γ) =

∫
[0,T ]

L(id, γ, γ′) =
∫
[0,T ]

L(id, φ(γ), dφ(γ′))

et on peut alors définir une action lagrangienne sur les courbe α de Rn par

AL∗(α) =

∫
[0,T ]

L∗(id, γ, γ′) =
∫
[0,T ]

L(id, φ−1(α), dφ−1(α))

De cette manière, on se restreint à l’étude du problème pour unelagrangien défini sur
Rn.

Soit γ une courbe de Rn et Γ une variation à extrémités fixées de γ. On notera ∇2L
et ∇3L les dérivées (vectorielles) de L par rapport à sa deuxième et sa troisième variable
respectivement. Enfin, on notera

Γ̇ : [−ε, ε] → C∞([0, T ], TRn)
s 7→ Γ(s)′

L’équation est [AL ◦ Γ]′(0) = 0. Or pour s ∈ [−ε, ε], nous avons :

[AL ◦ Γ]′(s) =
∫
[0,T ]

〈
∇2L(id,Γ(s), Γ̇(s)),Γ′(s)

〉
+

〈
∇3L(id,Γ(s), Γ̇(s)), Γ̇′(s)

〉
En appliquant la règle d’intégration par parties au second terme de l’intégrale, on obtient

∫
[0,T ]

〈
∇3L(id,Γ(s), Γ̇(s)), Γ̇′(s)

〉
=
[〈

∇3L(id,Γ(s), Γ̇(s)),Γ′(s)
〉]T

0

−
∫
[0,T ]

〈[
∇3L(id,Γ(s), Γ̇(s))

]′
,Γ′(s)

〉
=−

∫
[0,T ]

〈[
∇3L(id,Γ(s), Γ̇(s))

]′
,Γ′(s)

〉
La deuxième égalité découle du fait que, puisque la variation Γ est à extrémités fixées,

Γ′(s)(0) = 0 = Γ′(s)(T ).
En remplaçant cette valeur, on obtient donc

[AL ◦ Γ]′(s) =
∫
[0,T ]

〈
∇2L(id,Γ(s), Γ̇(s))−

[
∇3L(id,Γ(s), Γ̇(s))

]′
,Γ′(s)

〉
En évaluant en 0, on trouve la condition d’extrêmalité de γ appliquée en un champ de

vecteurs tangents à γ quelconque v :

0 =

∫
[0,T ]

〈
∇2L(id, γ, γ′)− [∇3L(id, γ, γ′)]

′
, v
〉

En posant v = ∇2L(id, γ, γ′)− [∇3L(id, γ, γ′)]
′, on obtient la condition équivalente :
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∇2L(id, γ, γ′)− [∇3L(id, γ, γ′)]
′
= 0

Après développement de la dérivée :

∇2L(id, γ, γ′)−∇2∇3L(id, γ, γ′)γ′ −∇2
3L(id, γ, γ

′)γ′′ = 0

Si l’on suppose L strictement convexe superlinéaire sur les espaces tangents, on peut
affirmer que ∇2

3L(id, γ, γ′) est en tout temps une matrice définie positive, donc inversible,
ce qui donne

γ′′ =
[
∇2

3L(id, γ, γ
′)
]−1

(∇2L(id, γ, γ′)−∇2∇3L(id, γ, γ′)γ′)

2.3 Différentielle d’un flot et équation de Jacobi
On souhaite désormais obtenir une équation vérifiée par la différentielle, si elle existe,

d’un flot Hamiltonien.
Pour cela on peut encore se placer dans une carte locale de la variété et étudier le

problème restreint à Rn.
Considérons un ouvert Ω ⊂ Rn et X : Ω−→Rn un champ de vecteurs de classe C1 sur Ω.

On définit le flot associé par φ :]− ε, ε[→ F(Ω,Rn) comme solution du problème de Cauchy{
φ′ = X ◦ φ
φ(0) = idΩ

On supposera φ continue et on notera φt = φ(t).
Pour un point p ∈ Rn, un vecteur v ∈ Rn, s ∈] − η, η[ et t ∈] − ε, ε[. On définit le taux

d’accroissement de φ dans la direction v par

hp,v,s(t) =
φt(p+ sv)− φt(p)

s

En dérivant cette définition, on obtient

h′p,v,s(t) =
φ′(t)(p+ sv)− φ′(t)(p)

s

=
X(φt(p+ sv))−X(φt(p))

s

On souhaite étudier le comportement de ce taux d’accroissement lorsque s tends vers 0.

h′p,v,s(t) →
s→0

dp[X ◦ φt](v)

On peut réécrire cette limite :

dp[X ◦ φt](v) =
[
(dφt(p)X) ◦ dpφt

]
(v)

= [dφt(p)X](dpφ
t(v))

De plus, on a lims→0 hp,s,v(t) = dpφ
t(v). On peut alors affirmer que la différentielle de

φt, notée ici hp,v,0 doit vérifier l’équation différentielle suivante :

h′p,v,0 = dφt(p)X ◦ hp,v,0

Cette équation est appelée Équation de Jacobi.
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2.4 Champs de Jacobi
Dans cette sous-section, l’objectif est d’étudier la variation d’une géodésique d’une va-

riété Riemannienne quand on change légèrement ses paramètres de départ.

Plus précisément, pour un point p d’une variété différentielle et v un vecteur tangent
en p de norme 1. On sait qu’il existe une unique géodésique de la variété passant par p
avec vitesse v. On veut alors étudier comment les chemins tracés par les géodésiques va-
rient lorsque l’on déplace le point p le long de la variété et que l’on tourne le vecteur tangent.

Considérons donc x :]−ε, ε[−→M et v :]−ε, ε[−→ TM telle qu’en tout s, v(s) ∈ Tx(s)M .
On considère en chaque s la géodésique γs de M déterminée par γs(0) = x(s), γ′s(0) = v(s).
On construit enfin la fonction

Γ : ]− ε, ε[×]− η, η[ −→ M
(s, t) 7−→ γs(t)

Lorsque la fonction x est nulle, on parle de variation verticale de γ. Lorsque v est nulle,
on parle de variation horizontale.

Définition 2.9. Champ de Jacobi
On appelle champ de Jacobi le long de γ0 tout champ de vecteurs le long de γ0 donné

par ∂1Γ(0, ·), pour des fonctions x, v lisses quelconques.

Tout champ de Jacobi peut être décrit par la somme d’un champ de Jacobi issu d’une
variation verticale, et d’un champ de Jacobi issu d’une variation horizontale.

Étudions quelle équation doit vérifier un champ de Jacobi.
Soit le flot géodésique ϕ de la variété M . L’équation de Jacobi donne pour p ∈M , v ∈ TpM
et h : t 7−→ dpϕ

t(v).

h′(t) = dϕt(p)X(h(t))

Ici, p = x(0) et v = x′(0), donc h(t) = dx(0)ϕ
t(x′(0)) = ∂1Γ(0, t)(x

′(0)). De plus le champ
X est le champ géodésique de M . l’équation devient alors :

[∂1Γ(0, ·)]′(t) = dΓ(0,t)X(∂1Γ(0, t))

En pratique, on utilise les champs de Jacobi pour étudier la stabilité des orbites d’un
système dynamique à de petites variations près. Pour ce faire, on considère la variété rie-
mannienne M , munie de la métrique de Jacobi-Maupertuis, pour laquelle les géodésiques
sont les orbites du système dynamique. Dans le fibré tangent TM , la métrique de Jacobi-
Maupertuis peut se relever pour que les orbites, que l’on considère avec leurs vitesses, soient
encore des géodésiques. On étudie alors les champs de Jacobi sur ce fibré tangent.
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3 Le problème des N corps
3.0.1 Principes de base d’étude d’un système mécanique

Lorsque l’on cherche à étudier un système mécanique, il est primordial d’isoler des quan-
tités qui sont conservées lors de son évolution. Un exemple de telle quantité est l’énergie
totale, soit la somme de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle.

En notant x = (xi)i∈[[0,N−1]] les positions de tous les corps et m = (mi)i∈[[0,N−1]] leurs
masses, les quantités physiques préservées par le problème des N corps sont

— L’énergie totale : E(x) = Ec(x) + Ep(x)
— La quantité de mouvement : P (x) = ⟨m,x′⟩.
— Le moment cinétique : L(x) = x ∧ x′.

3.1 Expression de la dynamique dans EN

L’énergie potentielle du système est la somme des énergies potentielles pour chaque paire
de corps. Elle a pour valeur Ep(x) = U(x) = G ·

∑
j>i

mimj

∥xj−xi∥ . Où G est la constante gravi-
tationelle. La dynamique des corps étant la même en fixant sa valeur à 1, nous adopterons
cette convention.

L’énergie cinétique est donnée par la formule suivante Ec(x) =
∑

i
1
2mi∥x′i∥2. On peut

exprimer cette quantité plus simplement en changeant de produit scalaire :

Définition 3.1. Produit scalaire des masses
On note X = EN l’ensemble des configurations des N-corps dans l’espace de Hilbert de

dimension finie (E, ⟨·, ·⟩). On définit sur X le produit scalaire suivant, appelé produit scalaire
des masses :

⟨x,y⟩X =
∑

i∈[[0,N−1]]

mi⟨xi, yi⟩

Avec cette définition, l’énergie cinétique devient Ec(x) = 1
2∥x

′∥2X . L’énergie s’écrit donc
E(x) = 1

2∥x
′∥2X + U(x) et le hamiltonien du système est H(x,p) = 1

2∥p∥
2
X + U(x).

Définition 3.2. Centre de masse
On appelle centre de masse du système la somme des positions des corps, pondérés par

leurs masses : O =
∑

imixi. L’ensemble des configurations pour lesquelles O est nul sera
noté X0.

Proposition 3.1.
X0 est l’orthogonal de l’espace ∆ = {(z)i∈[[0,n−1]]; z ∈ E} pour le produit scalaire des

masses.
Preuve -
Soit x ∈ ∆⊥X . Pour tout z ∈ E, ⟨x, (z)i⟩X = 0. Par R-linéarité du produit scalaire des
masses, il est équivalent de vérifier que pour une base hilbertienne (ek)k de E, ∀k ∈ [[1, N ]] :
⟨x, (ek)i⟩X = 0.

Ce calcul donne que chaque coordonnée du centre de masse de la configuration x dans
cette base est nulle, et donc que x ∈ X0.

On a alors X = ∆
⊥X
⊕ X0.

Définition 3.3. Inertie
Soit x ∈ X , le moment d’inertie du système à trois corps est I(x) =

∑
imi∥xi∥2.

Définition 3.4. Configuration centrale
Soit x ∈ X , on dit que x est une configuration centrale lorsque l’accélération du système

est proportionnelle à sa position dans X . C’est équivalent à dire qu’il existe λ ∈ R tel que

∇U(x) = λ∇I(x)
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3.2 Coordonnées triangulaires dans le plan
Pour trois corps dans le plan, l’espace des configurations X ∼= C3. On souhaite décom-

poser l’espace X0 en deux sous-espaces orthogonaux pour le produit scalaire des masses.
Il y a une décomposition naturelle qui peut venir à l’esprit, faisant intervenir certaines

configurations centrales.

Proposition 3.2.
Soit u,v ∈ CN , si u est orthogonal à v et à iv, alors uC est orthogonal à vC.

Preuve -
Soit α, β ∈ C. On calcule ⟨αu, βv⟩X et on trouve l’expression suivante :

⟨αu, βv⟩X = Re(αβ)⟨u,v⟩X + Im(αβ)⟨u, iv⟩X

3.2.1 Première décomposition

Pour commencer, notons que dans X0, l’inertie I du système peut se réécrire, par un jeu
de produits scalaires, en I(x) =

∑
j>imimj∥xj − xi∥2.

On observe que l’inertie du système ainsi que son énergie potentielle dépendent unique-
ment des distances entre les corps et non de leurs positions. Pour une fonction r : X0 → R3

+

qui à une configuration associe les distances deux à deux des corps, on peut définir Ur et Ir
telles que U = Ur ◦ r et I = Ir ◦ r.

On peut donc montrer que si ∇Ur est proportionnel à ∇Ir au point r(x), alors la confi-
guration x est une configuration centrale.

On obtient de cette manière que certains triangles équilatéraux sont configurations cen-
trales du problème à trois corps de centre de masse nul. L’ensemble de tels triangles peut
s’écrire T =

(
1 + α{1, eiτ/3, e−iτ/3}

)
C pour une valeur de α donnée par l’identité :

m0(1 + α) +m1(1 + αeiτ/3) +m2(1 + αe−iτ/3) = 0

En réorganisant les termes, puis en posant ξ = m0 + m1e
iτ/3 + m2e

−iτ/3, et M =
m0 +m1 +m2 on obtient

α =
M

ξ

Proposition 3.3. Orthogonal de T
L’orthogonal de T dans X0 est l’ensemble{

1

m0
,
e−iτ/3

m1
,
eiτ/3

m2

}
C

Preuve -
Il suffit de calculer les produit scalaire des masses de (1+M

ξ {1, eiτ/3, e−iτ/3}) avec
{

1
m0
, e

−iτ/3

m1
, e

iτ/3

m2

}
et i

{
1

m0
, e

−iτ/3

m1
, e

iτ/3

m2

}
Ici, il est bon d’observer que, lorsque les masses sont égales, les deux espaces T et

T⊥X sont tous deux constitués de triangles équilatéraux centrés en 0 parcourus dans des
orientations différentes, en particulier, ce sont deux espaces de configurations centrales.

3.2.2 Intérêt en pratique

L’intérêt d’une telle décomposition est que, lorsque les position et les vitesses à l’origine
sont des configurations centrales du même type, alors l’orbite du mouvement reste dans
l’ensemble des configurations centrales de ce type.

En particulier, quand les masses sont égales, puisque les deux espaces de la décomposition
sont faits de configurations centrales, toute orbite peut s’écrire comme somme orthogonale
de deux orbites, chacune contenue dans l’un de ces sous-espaces.
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Proposition 3.4.
Soit T l’espace défini précédemment, x0 ∈ T, ẋ0 ∈ T . L’orbite x de conditions initiales

x(0) = x0, x
′(0) = ẋ0 est incluse dans T .

Preuve -
On exprime x par une série de la forme

x =
∑
n∈N

tnun

Où les un sont des configurations quelconques. En dérivant k fois, on obtient :

x(k) =
∑
n∈N

(n+ k)!

n!
tnun+k

En évaluant en t = 0, on obtient, pour k ≥ 2 :

x(k)
0 = k!uk = λx(k−2)

0 = λ(k − 2)!uk−2

Par récurrence, la série s’exprime uniquement par des facteurs de x0 et ẋ0.

L’orthogonalité de la décomposition permet d’écrire tout champ de Jacobi associé à une
orbite comme somme orthogonale de champs de Jacobi dans les directions des sous-espaces,
et ainsi d’étudier la stabilité de celle-ci à de petites variations près de manière plus simple.
Il suffit en effet d’étudier la stabilité pour les champs de Jacobi sur les sous-espaces.

Proposition 3.5. Expression de la dynamique à masses égales
On se place dans le problème de trois corps de masses égales et de centre de masse nul, on

considère x ∈ X0 dans la décomposition en deux triangles équilatéraux, que l’on nommera
T+ et T−. On a les formules suivantes :

— x = z · T+ + w · T− où z, w ∈ C
— I(x) = 3m · (|z|2 + |w|2)
— U(x) =

√
3
3 m

2 · ( 1
|z−w| +

1
|z−weiτ/3| +

1
|z−we−iτ/3| )

Preuve - Calcul

3.3 Coordonnées polygonales à masses égales dans le plan
PourN corps dans le plan, il n’existe pas de décomposition canonique de l’espace X = CN

qui soit canonique. En effet, il y a, pour quatre corps de masses égales dans le plan, 50
configurations centrales différentes [5] .

Ici je donne un exemple de décomposition qui peut être vue comme une généralisation
de celle donnée précédemment dans le cas de N corps de masse égales dans le plan.

On définit, pour k ∈ [[0, N − 1]] les espaces

Ek = {z ·
(
ei

jkτ
N

)
j∈[[0,N−1]]

, z ∈ C}

Lorsque N est premier, chaque espace est le plan complexe engendré par une manière
différente de parcourir les sommets d’un N -gone. Ce sont N plans, que l’on peut vérifier
orthogonaux deux à deux, donc leur somme engendre X .

X =

N⊕
k=0

Ek

De plus, E0 = ∆, donc X0 =
⊕N

k=1Ek
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3.4 Orbites fameuses du problème à trois corps
3.4.1 Mouvements homographiques

Définition 3.5. Orbite homographique
On dit qu’une orbite du problème à trois corps est homographique lorsqu’à tout instant

la position des trois corps est une homographie de leur position à l’instant initial.

Exemples -
a) La configuration d’Euler : En tout temps, les trois corps sont alignés, à deux corps

fixés, la position du troisième est déterminée comme racine d’un polynôme de degré 5. C’est
une orbite instable. Décomposée en somme de triangles équilatéraux, les valeurs de z et w
auront toujours le même module.

b) Les configurations de Lagrange : En tout temps, les trois corps forment un triangle
équilatéral, ces orbites peuvent être décrites par les points de Lagrange. Les points évoluent
alors le long d’ellipses Kepleriennes. Décomposée en somme de triangles équilatéraux, l’une
de z ou de w est constante nulle.

3.4.2 L’orbite du huit

L’orbite du huit est une orbite particulière du problème à trois corps de masses égales
[1]. A l’instant initial, les corps sont alignés, puis évoluent le long d’une même courbe, dont
on ne connaît pas le caractère algébrique. Quand les trois corps suivent une même orbite,
on dit qu’il s’agit d’une choréographie.

Figure 1 – Choréographie des trois corps dans l’orbite du huit (Wikipédia)

Lors de cette évolution, la position des trois corps alterne entre des positions colinéaires
et des triangles isocèles, le tout en permutant les points.

En étudiant cette orbite dans les coordonnées pour la décomposition en triangles équi-
latéraux, on obtient deux courbes symétriques pour z et w.

Figure 2 – Tracé des courbes décrites par les coordonnées z, w du huit en triangles équilaté-
raux, les deux courbes sont parcourues en sens inverses. En t = 0, l’argument de z est τ/12,
l’argument de w est −τ/12. Dessin réalisé en simulant l’orbite sur Python (Henri Drouhin
- Yohann Legargent)
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Dans la figure précédente, lorsque z et w sont de même taille, les trois corps sont alignés,
les configurations ioscèles apparaissent quand z est de module maximal et w de module
minimal, et inversement. Au vu de la symétrie d’angle τ/3 de l’orbite, on peut quotienter
le plan par la rotation de même angle, et observer la courbe dessinée par z dans ce nouvel
espace.

Figure 3 – Courbe tracée par z dans le quotient (en bleu) et ellipse la plus proche de la
courbe (en orange). Graphique réalisé sur Python à partir de la simulation de la figure 2
(Henri Drouhin)

3.4.3 Famille P12 et stabilité de l’orbite du huit

Il existe une famille continue d’orbites du problème des trois corps dans l’espace R3, liant
l’orbite de Lagrange à celle du huit. On l’appelle la famille P12. [2]

D’autre part, C. Simó a étudié numériquement la stabilité de l’orbite du huit à petite
variation des paramètres de départ et en a conclu que l’orbite était stable pour certains
triplets de masses. [3]
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